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Réduction des endomorphismes

Exercice 1 Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R. On considère l’application qui
à f ∈ E associe la fonction définie par

T (f) : [0, 1] −→ R

x 7−→
∫ 1

0

min(x, t) f(t) dt.

Montrer que T est un endomorphisme de E et déterminer ses éléments propres.

Exercice 2 Soit E l’ensemble des suites indexées par Z, à valeurs dans C, bornées. Soit T l’application qui

à u ∈ E associe la suite
(
un−1 + un+1

2

)
n∈Z

. Déterminer les éléments propres de T .

Exercice 3 Soit A = (aij)16i,j6n ∈Mn(C) une matrice à coefficients réels strictement positifs telle que

∀i ∈ {1, ..., n},
n∑
j=1

aij = 1.

1. Montrer que 1 est valeur propre de A et que l’espace propre associé (sur C) est une droite.
2. Montrer que toute valeur propre complexe de A est de module inférieur à 1.
3. Montrer que 1 est la seule valeur propre de module 1.

Théorèmes d’interversion

Exercice 4 Déterminer limn→∞

∫ √n
0

dt(
1 + t2

n

)n .
Exercice 5 Soit f continue sur R+ et a > 0. Déterminer lima→0+

∫ a

0

f(t)√
t (a− t)

dt.

Exercice 6 Montrer que
∫ ∞
0

x

chx
dx =

∞∑
n=0

2 (−1)n

(2n+ 1)2
.

Exercice 7 Soit α > 0. Montrer que ∫ 1

0

dt

1 + tα
=

∞∑
n=0

(−1)n

nα+ 1
.

En déduire une expression de ln 2 sous forme de série.
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Exercice 8 Donner un développement asymptotique à deux termes quand n tend vers l’infini de∫ ∞
0

1

1 + t+ tn
dt.

Exercice 9 Soit T > 0 et f : [0, T ]→ C continue.

1. Déterminer la limite simple de la suite gn : t ∈ [0, T ] 7→
∞∑
k=0

(−1)k

k!

∫ T

0

f(u) e−kn(t−u) du.

2. On suppose que

(∫ T

0

f(t) ent dt

)
n∈N

est bornée. Montrer que f = 0.
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